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DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES 

O U R C E :  3 H E U R E S  

5. Ce e u j e t  comporte 3 pagee de t e x t e .  
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S o i t  E un [R-espace vec tor ie l  e t  A un vecteur  donne. non nul ,  de  E .  
u est une forme l i n e s i r e  s u r  E (c 'es t -A-dire  une a p p l i c a t i o n  l i n e a i r e  de E dans IR 1 
t e l l e  que u t O . 

On r a p p e l l e  que l a  t r a c e  d'une mat r ice  c a r r e e  fl 9 (a 1 e s t  l a  somme de 
se2 e l h e n t s  diagonaux : i Y  

t r  n - C a i i  

1 
On r a p p e l l e  aussi que deux mat r ices  semblables o n t  m h e  t r a c e .  

1 

1' - On c o n s i d e r e  l'endomorphisme de E d e f l n l  par  

VX C E  f (X) - u!X)A 

Quel es t  le rang de f ? 

Calculer f n  b l ' a i d e  d e  n , de f , de u et de A. 

2.  - D4termine.r les va leurs  propres  e t  Les vecteurs  pmpres de  f . 
Lorsque E es t  de  dimension f i n i e  donner une c o n d i t i o n  n k c s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  
p o r t a n t  sur A pour que f soit d iagonal i sab le .  

3. - S o i t  g un enckntorphisme de  E . On suppose que le ranq de 9 e s t  I et que E e s t  
de  dimension f i n i e .  

a l  Trouver une condi t ion  necessa i re  e t  s u f f i s a n t e  portant s u r  g pour que g - 
Q, 
W 

b) On suppose que q2 - O , montrer q u ' i l  e x l s t e  une bagc dans l a q u e l l e  l a  ma- 

2 

soit d i s g o n a l i s a b l e .  w 

... /.. . 
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t r i c c  de $ e s t  

- 5 -  

4 '  - IlDntrer que deux mat r ices  c a r r l e s  de rang 1 sont  semblables si e t  seulement si 
e l l e s  o n t  m&e U a c e .  

5' - Trouver une mdtr lce  P l n v e r s h l e  t e l l e  que 

2 - 3  -3  

P ( i  ; - 3 )  = (! - 2  ::2) P 

- 3  - 1  - 4  

Rbsoudre dans E I 'Cqwt ion  

( t r  M X  -. ( t r  XIA - t~ - A 

OÜ A est une macrice donnCe de E , de t r a c e  non n u l l e ,  et 'A sa u a n s u s e a .  

b) E e s t  l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  des  a p p l i c a t i o n s  cont inues  de [ O ,  Il] dans (R e t  
u l ' a p p l i c a t i o n  dCfinle par  

Resoudre dans E 1'4cjuatioo 

03 f e s t  l ' inconnue.  

II II1 

On suppose dans c e t t e  p a r t i e  A c h o l s i  t e l  que u ( A )  # O e t  on coiisid&re 
l ' tndomrphisme h de E d e f i n i  par  

V X C E  h(X) - u ( A ) X  - U ( X ) A  

1' - C a i a c t C r l s e r  ld r e s t r i c t i o n  de h au noyau de u . 
2' - Calculer  I b n  A l ' a i d e  de n. da I l .  de  u e t  de A . 

3' - S t e r m i n e r  I r  noyau de h e t  son iffiage. ( I I  p o u r r a  € t r e  u t i l e  de c a l c u l e r  u O h )  

4 '  - Ddrermlner l e s  va leurs  propres  e t  les vecteurs  propres  de 11 . 
Lorsque E c s t  de dlnension f i n i e ,  l'endomorphisme h est-il d i a g o n a l i s r b l e  ? 

5' - a) On cons iderc  1'Cquatlon 

(1X - ulX)A - O 

00 a est un r e e l  non nul .  ROsoudre e t  d i s c u t e r  (par  rapport  d a) c e t t e  
equatxon 03 X C t t  l ' inconnue et oil A e t  u s o n t  donner. 

b) On c o n s l d e r e  maintenant 1 'Cquat ion 4 

a X  - U ( X ) A  - B 
OQ a est un rCe1 non nul e t  B un vecteur de E . Mroudre e t  d i s c u t e r  (par  
r a p p o r t  A a e t  I B) c e t t e  Cquatlon 03 X est l ' i n m n n u e  et  00 A e t  u sont  
domes. 

6' - Appliquer l e s  r e s u l t a t r  de l a  ques t ion  prbcedente  aux deux exerc ices  su ivants  : 

al E est l ' e s p a c e  vectoriel des  mat r icer  carrees n x n de R e t  u l ' a p p l i c a -  
t i o n  d C f i n l e  par  

V M ~ E  u(n1 = tr n 

On suppcse d6sormais que E e s t  l ' e s p a c e  v e c c o r i e l  euc l id l r r l  de dunension 3 .  

1 '  - Montrer que pour tou te  forme l l n C a i r e  u, m r I  nulle, s u r  E, 1 1  e x i s t e  u n  vectcbu - 
B non n u l  de  E t e l  que 

V Ï Ï E  E ui% - z.r ( p r o d u i t  s c a l a i r e  usut19 

2' - ~ o i r  P l e  plan orthoponal au vecteur  Ë .  on a p p e l l e  p l a  project io; ,  v t c t o r i e l ~ s  

sur l e  plan P , paral le lement  (r la d i r e c t i o n  d e f i n i e  par  un vecteur  donnC 

v e r l f l a n t  iG# O 

Calculer  p(Z1 d I ' a l d e  de z ,  F ,  Ï Ï .  

3' - En d4duire  une l n t e r p r e t a t l o n  gcOm4triquo de I ' rndowrphisu l t  h de E assoc ie  

A wie forme l i n é a i r e  u SUI E (u(j;) # O )  d e f i n i  par 


